ﬁet ﬁrogvcbieve vlak.

Onder her projeotlevp vliak verstaan wij het uucllazscae vlay aange-
fﬁ“m@% de oneigenliiike punten. A \ ' .
3 Axloma Lr bestaat cen cen—-eenduidige a¢bce1d¢nf van de punten van h
Qro3ect1uve viak op de getallenverhoudingen (XO, Zqs Xz,),,waanblg de
punten van een lijn afgcbeeld worden op de oplogsging van een homorene

vergelijliing van de cerste graad aoko + a1x1 + azxz = 0 (vergelijbing voun
de 1ijn); omgekcerd stelt iedere vergelijking van deze vorm con rechio
1ijn voor.

0'77

Toelichting. wen verhouding O{O, Xgr %o ) is gegeven door dric jeballen,
die niet allc O zijn; cen drietal (&XO, Kxﬂ, kxz), vaarin I # 0, bepaald
dezelfde verhouding

Depaling. Is P afgevecld op de verhouding (po, Py pz), dan heet iecdon
drietal (kPO, kn1,}fp2) (k ¢ 0) een stel coordinaten van P. Tezt men
een bepaalde waurde voor k vast, dan normecrt men de coordinaten
3. De vergelijking van de lijn door P(p;) en 4(g;) luidt:

Xy %4 %

Po P4 Po =0

1% 4 Aol
4. Twee rechtce lijnen ‘nebben één punt Zemeen of vallen samcne.
Opdat drie rechte lijnen

(1) axy + agxy + 8%, =0 1 o
(m)  bgxg + b1 1 * by¥y = 0 j (4.1)
(n) egxg +ooqxy ¥ opXy = 0
een punt gemeen hebben is nodig cen voldoende dat
8y 3 &
bO b1 b2 = 0 (4.2)
o0 ¢ ©2
Zijn de cerste twee lijnen van (4.1) veisgchillend, dan gecfd (4.2)
tevens de voorwaardc opdat de vergelij! 1agenlha +HD; = ¢y (1i=C,1,2)

een oplossing bezitten. In dit geval en slechts in dit geval kan de dor o
vergelijking zeschreven worden als

Magey + agxy + 85%y + 8y%5) +M{boxy + byxy + Dpxy) = € (o3
of verkort: A1 +# m = 0
(4.3) is de vergelijking van de lijnenwaaier, door 1 en m bepaald.
5. Zijn P(p ) en Q(qi) twee punten van een 1lijn 1, dan kunnen dc coor-

dinaten Van een willekeuvurig »unt R van 1 volgens de tbcorlc der linoe-
aire verselijkingen geschreven worden in de vorm:

— 3 3 — . s 3
r; = AD4 +)%qi (i=0,1,2) : (5.1,
“"ij séhrijven 00k R =A7P +/;Q.




6. Begallng Zl;}n ‘),’.l 4)14 m=0 (n) en g1 +§ m =0 (p) twea 1ijn eﬂ
de waaier, bepoald door 3 en m, flan is de dubbelverhoudlng

(nplm) =A‘i:-"—'.

7. Z2ijn P,Q,R,S vier puwmben op 1 1ls in Fo. 5 c¢n is T(t ) een punt bui-
ten 1, dan zijn de vergelijkingen van TP en TQ:
Xg Xy Xy ) Xg %y X,
m = to t1 t2 =Q0cnn = to t1 t2 =0
| , 4y 4 &
Pog Py Py 0 1 2
De vergelijking van TR is
Xq . Xq X

A +/Mq0 7’1‘71 +/{q1 Py * Gy
Deze vergelijking geven wij aan dooran +un = 0
Evenzo luidt de vergelijking van TY p m +0n =0 .

Nu is (R55Q) .—./i;— %’ en (TR, T8, TP, TQ) =/-";f:——:§: . g
3talligg e dubbelverhouding ven vier punten op.cen lijn of van vier -
lijnen verandert niet bij projecteren of snijden. s
8. Laat op PQ vier punten _egeven zijn. )‘“i =7&i P +/ui Qe

(i =1,2,3,4). Gevraagd (R3 R, Ry Ry).
Oplossing. R.‘ = NP + /{A‘}P‘ Q 32 =}\2 P +/u2 Qe

Hicruit volgh: P = —ot R, < -f»“#-f-R2( P‘/Ui
*%h‘ S % M
Q :z-—-:‘.:i‘R_i -é-*:-g-‘-ﬂ : .
o~ e I-:
= ;= b
R3 }3 P +/#3 {2 l{&h +._§;S_ R
Ry =Ay BrMy ‘:=-f:?\‘+ = K P;,ﬂ:l ‘Zm/é’,f
=(R, R, R, R) = 03,04 "% 3 AL Dy Ay
3 4 j 2 i“m- - 3 A h »
R NIREY R

Opmerking. Is Ry = R, of (en) Ry =R, “Agnis 4 =1
Is Ry = 3 of (en) R, = R,, dan is ﬁ = O
Is R1 = R4 of (en) R2 = 33, dan ig d =0
Vallen drie dcr punten samen, dan is 4 onbapaald.
9. Tij beschouwen weer vier punten F,G,R,S.
R =2 44Q. § =@P +7 (.4 « (R37Q) =4 F .
Uit no. 8 volgh:

B4l |6 ol

(rers) asr& l i%w! =d




i i, IT 9
*(8mPQ) = |

STy T B o
("?.Pok(,) ; f ,u 'f . (9.3)
Vormen wij de’ 24 permutatles van de vier pun»en, dan ontstaan 24 dubbel~
verhoudingen, die vier aan vier gelijk zijn. TR

 (PRS) = (RSPQ) = (QPSR) = (827F) = ¢ e

(SRPQ) = (PSR) = (REF) = (uEms) = 3
(PrQ3) = (48PR) = (RPSQ) = (8GRI) =1 ~ 4
(RPGS) = (GSRE) = (FREQ) = (SQR) = —le
(SPRQ) = (RuSP) = (PSQR) = (uams) = 21
(BS20) = (RQPS) = (SPQR) = (URSP) = g2

9. Valt R'met S samen, dan is & = 1, dus de zes waarden(9.4) worden dan
1,1,0, o0 10,00 .

Heeft (PYRS) één der waarden 1,0, 00 dan vallen twee der punten samen.

7ij onderzoeken nu, of op amdere wijze twee der waarden (9.4) gelijk

kunnen worden.

d =1 geeft d =t 1

d = 1: twee der punten vallen samen.

d = 1: de gzes waarden zijn -1, -1,2, ¥2,2,%2.

be‘puntenparen RS en X heten harmonisch,

d = 1-d geeft d = ¥2. PS en QR zijn harmonische paren.

a = 11_ 5 geeft d = Y2 ¥2\/=3. De 6 waarden worden 3 gan 3 sclijk.
Men nyemt het puntenviertal acqui-—-anharmonisch.
d = 4 a L geeit een acqui-anharmonisch viertal.
d = d geeft d = 0 of @4 = 2, d = 0. twee puntcn vallen gamen.
d -~ 1 d = 2: PR en (I zijn harmonische
paren.

Opmerking. (9.2) is een bijzonder geval van de Tormule.
(A 8,P0) (4 ﬁ3PQ) (AB 4PQ).......(An (A PQ) (A 4470) =

10. Be punten 00(1,0,0), 01(O,j,0), 02(0,0,1) heten grondpunten,
2(1,1,1) het cenheidspunt; zij vormen samen het{coérdinatanstelsel.
Laat P(po,p1,p2) een willekeurig punt zijn OyP snijdt 0,0, in

PO(O!P1!P2)‘ PO = p101 + P202f ;
Lvenzo vindt men By = 04 + O, (PdEooqog) = —& ¥

Tvenso : (P1E1OQOO) =

en: 33003 =

Sdasgvvs s n



;11. ‘Laat P,Q em R drie punten zijn, die niet op cen rochte 113n 1dpee,
{,Eij ieder punt X kan men }* }ﬁ ,V vinden, zodat

=2py tpgy *Vry (1 =0,1,2) (1151)’
- Geeft men nog, da¢ voor § A=A =V =1, dan is voor ieder punt X de
7,verhonding van Qh,jﬂ en Y bepaald; omgekcerd is door die vevhnudingiﬁ
- punt I bepaald. len kan dus'A /ﬂ , ¥ als coordinaton van X opvatten.

Schrijft men (10,x1,x ) in placts van (2 Y ;7 ), dan vindt men de
coordinatﬁnjransformatie'

i
= Po"o + ‘10"‘1 * ro"é
= pyXp.t q,;xq + 7., (11.2)

[l
O
i

¥4
-
i

= szé + Q% 1 + r2“2

De cefficientondoterminant van deze transformatie is nict nul.

Voor de nicuwe coordinaten zijn de grondpunten P(1,0,0), Q(0,1’0)

“en Rr(0,0,1,); het ecnheidspunt is 5(1,1,1) :

12. Ook de inverse transformatic van (11.2) is homogeen limeair. hicruit

volgt, dat ook op de nieuwe coordinaten de vergelijlhing van een rochte

1lijn homogeen lineair is. ‘

Laat A(ai), B(b ), G(ci) dric punten van ecn rcchte lign zijn, zodat
ey uhai f/‘bi‘ Pagt men op clix der puntcn de coordinatentransformatic
{(11.2) toc, dan blijkt, dat c ~ﬁai pﬁ'b

Uit dc definitic No. 5 vol;t nu

Stelling. De dubbelverhouding van wier punten ie inveriant bij coordi-

natentransformatic.

#
ro
I

Hoofdstuk 2

S —— - S IV K

Lot reelc projcctieve vlak

1. Alle letters stellen reole gotallen voor.
Uit 1,(9.4) volgt, dat bij vier verschilleude punten stceds twec van de
6 waorden der dubbeclverhouding negatici gijn; dezc behoron bij cen be--
paalde indeling der vicr punten in twee paren. |

Bepaling. Is (PQRS) < 0, dan zegt men, dat de parcn PQ ca Y glkandcy
gcheiden. : |
Stellinge lien kan de van P en verachillende punten van de lijn PQ

zc in twee deelverzemclingen (secgmenten) verdelen, dat twoc punten van mg
eenzelfde gogment door P en @ niet gescheiden wopden, tweo punion van'
verachillende sezmenten wol. T ‘
Bewijs: 41 R =2 P +}*Q, = (P +9°Q. (PGRS) =% ' ¢
X =xP +f Q behoort tot het cne scgment, als ﬂ)@), tot het sndere &l,

dc.

¥




i : ; AJM,TT
: all;g@ Behoten R en § tot ecnzelfde segment PQ, dan ise één der
ewmt@n RS een deel van één der scgmenten T(. '
; JE xg-en‘g {slot van No. @} hﬁbb@n gelijke tekens; wij zargen dat
”?iam@ positief zijn. Zijn mu Y en positief, dan is Ir+egd0en
: Z(f +D @ heeft hetgelfde tcken als P eno™, dus T = =¥R +3% 8 behoort %a’b‘ ‘
hetzelfde segment PQ als R en 8.

3. Is 1 cen 1lijn en zijn P en ¢ twee punten buiten 1, dan zal één der
segmenten PQ geen punt met 1 gemﬁmﬂ hebben. 1 verdeclt het vlak dus hiet
in tvec delen.

Twee lijnen 1 en m verdelen dc waaier, dic zij bepalen, in twec segmenten.
Hieruit volgt, dat zij het vliak in twee dclen vordelen, sodanig dat twee
punten uit cengelfde dcel verbonden kunncn worden door ccn lijnsegment,

dat geheel in dat deecl ligt, turqggllaan gebroken 1ijn, die een »untvan.hior
met: het andere deel verbindt, minstens ecn punt met 1 of m geoumeen heoft,
Drie lijnen, dic niet door een punt gzan, vordelen het vlak in vier ge-
bieden met analoge eigenschappen.

Neemt men dc snijpunten der drie lijnen els grondpunten der dric lijnen
als grondpunten, dan behaort'bij ieder gebied ecn bepaalde tekencoubine-—
tie der coordinaten.

Hoofdstuk 3

Projectieve transiormctics.

1. Bepaling. Den één-éénduidize betrekking tussen de punten van cen lijn
1 en de punten van cen 1ijn 1', waarbij steeds dc¢ dubbelverhouding van
vier punten gelijk is man dc¢ dubbclverhouding van hun becldpunten,
heet een projcetieve betrekling tusscn tussen 1 en 1'.

gtel, dat aan A,D,C,D op 1 toegevocgd zijn A',DB',C',D op 1'.

cy =7!'z%1 +Mb; dy =fay +0 b, .
lien kan de coordinaten van A',B',C' zo normerin, dat
_'Za f/ub ;
uit (ABCD) = (;&1133(};:3) volyt dan, dat dec coordinaten van D!
20 genormeerd kunuen worden, dat
eai+wb‘

Btelling. Bij g@schikte normering der coordinaten is voor alle waardon
voor A en M aan het punt JA +MB tocgevoegd het punt N Ak MDY,
De projecticve betrekking is door de becldpunten van dc drie punten bo-
paald.
2. Valtl metil' -samen, dan is A' = pA + gB en B' = ri + 8B, dus
2N /4}3‘ = (pA +y)ﬁ+ (gd + su)B,

; ): = DA+ rH

p r| #£0 (2.1)

g 8




| AM. II B
18 Een projecticve tramslormatlo op ¢cn 1ijn 1 is gepeven &oor

e ﬁfﬁnmbgeen lineaire transformatic tusscn de paramctors.
ﬁ@k de omgekeerde stelling geldd, want stellellea wij pA + o = A' on
/%SB B', dan is aanikﬁ ﬁfiﬁ door (2.1) toesevoegd A A f}%B .




ing en de stellingen uis I'o.l en 2 zijn ook van toepassing

rojectieve betrekking sussen twee wasiers, die uit No.l ook

ydanige betreklking tuscen een lijn en een waaler. A7

jen projecticve transforimntie in het platte vliak is een

i tie, dis 10)iedere reahte lijn in sen rechte lijn overvoert

e 20)vier punten van eeén reclte lijn in vier punten

o ‘ net degzelfde dudbelverhoucing overveert,

Het beeldpunt van P duiden wij aan met ©', 2! heeft in het stelsel

Ovjuls’ dezelfde codrdinaten als 2 in UV 0,4, dus {py>PysP5 1.

De cofrdinaten (pé,pi,pé) ven £' in het stelsel 0 0,0, worden volgens

Hst. 1(11.2), blz.5, uit (PysPy»D,) verkregen door een homogens line-

aires transformatie

im )\x{ = } 84 1k¥k {i-0,1,2) (5.1)
k

=0
waarvan de coefficientendeterminant nist nul is,
Door de voorgaande redenering om te keren, ziet men in, dat ledere
niset singuliere homogene lineasire trunsformatis een projectiecve trans-
formatie voorstelt.

%0 o1 %02

De matrix A = {8y, 897 8y,

\ 820 %21 Yoo
.. bepaalt de transformatie (5.1} volkomen.
- Verkorte sohrijfwijze: Ax! = Ax {5.2)
{. Vit de algebra is bekend, dat de mniet singuliere homogene transformaties
e in n veranderlijken een groep vormen. De vrojeotieove transformetics
i op do r=chte 1lijn vormen cen rpep; evensens dia in het plutte viuk,
. Aen stelling behoort tot de »nrojectieve meetlhunds, als alle daarin op-
G tredende begrippen invariant zijn tegenover projectieve transformaties,

Hﬁoi‘dat,uk 4

Kegelsnaden

1. Begalin?. den kegolsnede is de meetkunuige placts der punten, wasrvan
i e cofrdinaten voldoen aan een homogence vergeli jiing van de twosie

graad; > o 5
f(x; = BuuRo T B11XY P ey T 283 F T 28Ty Y 8RRy T Y
N -
N e (1.1)
i, k=0

De snijpunten vean de kegelsnede R’ ret de lijn P, vindt men volgons
Hst.l Ho.5 uit A

Zaik( ~>‘~Pi - pay N XP}:*P%) = U of:

A S agepimct 2 AR Y _agpia F pE S 841019 = 9 (2.1)
of: A%(o) +2 Apf(p;a) rp®la) = v (2.2)
waarin

— d1 d1
fipsu) = ) eqpyqy =% ) py— =%/ qy7— . (2.3)
2_. ik iqk 5:.: iéqi Z: iépi ‘
‘Opeave: Beuijs: fp;p) = £(p) {2.4)

teiling. Iedere rechte 1liljn snijdt de kegelsnede in twoe punten, die
séel verschillend, of rele] sarwnvallend, of toegevoegd complex ziju.



o

Vraag: Wanneer liggem P en , harmonisch met de snijpunten &y en‘ﬁ?"%ﬁn’

P omet [ 2 | 2 ol
Jﬁ tl en rc de wortels
AL P

Is Sl : /\1?*‘}11“, SZ = >\2.PT PZ vy dan Zi:}n ’
van (2.1). . . n i |
(?;5182) = -1 als *Bi;:~~33 = -1, of l-%~72 =0 of f(pjqa) =0 (3.1)

o N A, AL A
Bepaling. De puntem P en ., heten poolverwant ten opzichte van 3’ ,als
geldt Tf(p;q) = 0. iy
De meetkundige plaats der punten, dle pcolverwant zijn met 2, is de
rechte 1lijn f(p;x) = 0 of Y 84yPiX = 0
Zij heet de poollijn van 2,
Ligt -, op de poollijn van », dan 1ligt » cp de poollijn van
Bepaling. Vallen de beide smijpunten van 1 met Y in P samen, dan heet
1 de raaklijn in P aan . ) d L
Opgzave 1., De reaklijn in P aan /’ is de poollijn van ¥ t.o.V. /V .
Opgave 2. Ligt P op zijn paollijn, dan ligt P op [} .
Up een rechte lijn is aan ieder »und 2 een punt 2' toegevosgd, dat pool-
verwont is met 2; ongekeerd is 2 aan 2' toejevesegd.
De puntenparen 2,2' vermen een invclutie cp 1; deze tan beschouwd worden
als de poolverwantschap t.o.v. het snijountennear (51,50) ven 1 umet
2ijn 3y en &, redel, dan heet Je involutiec hypsrbolisch, zljn zij toe-
gevoegd complex, dan elliptisch. N '
Upgave 3, Is 1 een reaklijn, dan valt van elk puntenpear één der pun-
ten in het raakpunt (contasrde of parabolische involutie).
Opgave 4, Neeri voor 1 de lijn 0102 én voor Uy en 02 poolvérvante punten.
Beviijs nu, det By en 8, voldoen aan sen vergslijiing ven de vorm:

[

ax§+-bx§ =0,
Opgave 5. Bepasl in de inveclutie cp 1 (opg.4) het toegsvougde punt
Van 4?( 0,}31,}’.3?).

Opgave b, Leid uit opg.5 af: tiee paren van een hyperboliseche involutie
scheiden elkaar niet; twee vnaren van ecen elliptische involutiec scheiden
elkaar wel., {zie Hst.2 l'6.1,blz.u)

sepaling. Vallen op iedere 1lijn aocor 2 de Dbeide snijpunten met )/ in 2
seumen, dan heet P esn dubbelpunt vanrﬁy . v
Opzave 7. De nodigs en voldoende voorwaarde, opdat 2 een dubbslpunt

van )/ is, luidt: 3f _ df _ Af“o

.

= = = (5.1)
\
apo ©Py 8p2
Bewijs dit en schrijf deme vergelijkingen uit.
Opgave 8, Nodig en voldoende opdat J een dubbelpunt heoft is:
&
Zou Bul B2
d = | &, 8 8y, =0 (5.2)

8u2 212 %20
Bepaling. d heet de discriminant van /. De matriz, waarvan i de deter-
minant is, heet de bij y Dehcorende fiatrix A. o
Heeft J 4én dubbelpunt’? en is . een ander punt van [ , dan is
f(AXp.ypq) = U voor elle waarden van A\ en , dus de h&le lijn P,
behoort tot )’. 4 is ontaard in twee rech&e lijnen dcor 2.
heeft 4 de rdng 1,” dan hebbern de vergelijkingen (5.1) twee onafhankelij-
ke oplossingen Py en ¢;; de algemene oplossing is x; = )xpiimpqi~
4r is een rechte lijn van dubbelpunten, nl. de lijn P Jf is ontaard
in de dubbelgetelde 1ijn P.. _
upgave . JFen dubbelpunt van is poolverwant met ieder punt van het
visk en omgekeerd, '

Opgave 10, BewiJjs dat een kegelsnede door een projecticve transformatie
in een kegelsnede overgaat. v




Laat de m'bjsaﬁsm transformatie segeven zijn door

X3 B ) ikkgi : of x = sx'. Bewijs dan dat £'{x'"} = Z:“J'.mxx;xi ’

' ﬁwaerm aim K 24351 15%me

‘Opgave 12, T ar = uTas, (uit opz.11)

- Opgave 13. ¥r zijn oncindig veel driehoeken, waiarven elke zi jde de

 pbollijn wvan het nverstaame hoekpuht is, (roclériehoek).
Opgave 14. 1Is 000 C, een pooldriehoek, dan heei’c ] een vergeli jking

ven de vorm axof»bxi.c’:f =0, of ax +bxl“0 of ax.2=u,

) Opgave 15. Door gasohikté keuze van het t'enheld)wﬁt < {20 nodig
~ imaginair) brenmgt wen de vernelijking op 8én der vormen:

2

{ XUH(?. +x2 = U (algemene kegelsnede)
;\ (2) 2 = {twee snijdende lijnen} (G.1)
x5 = (cubbellijn)

De transtormatie op ¢én der vormen (6.1) geschiedt dcor een homogene
linecire trensforustie, die men ook als projectieve treansformatie kun
opvat ten. -
Bepaiing. Twee kerelsneden, cie door esn projecticve transformatio uit
alisar on‘aﬁtaan heten projectief asquivalent.
 Opgave 16. 21jn twes kegelsmeden ieder wrojectief aejpuivalent met
een ferde, dan zijn zij ock onderling projectief aaquivalen‘c
Stelling., Iedere k@gelfsmda is prejectief aequivalent met éen aer
Kegelsnede (6.1}, (6.1) geert dus een volledig pyrojectieve indeling
der kegelsneden, In lhet bijzonder zijn twee algumenc kegelsneuen pro-
Jeotief acquivalent,
i Opgave 17. Door een refle keuze van s krijgt men &én der verzelijkin-

gen: ,
;’xﬁ#x% 4»1% = ¢ (nuldelige kegolsnede)
1;& )xﬁ+x§ ~x§ = ¢ (eerdelige ko:olsnete)
,xg&ng = (twee toerev,compl, 1ijnen)
; : xg -—x% =z Q (twes rellc 1lijnen)
‘\1‘2 = Q {redle dubvbollijin)

opgave 18, Geef de definitle van reliel projestief gegqul valent.
Bewl js het snalogon van opg.l6 en geefl sen voll«ad,ige ~ogel-pro jecticve
indeling der kogelsneden,
Opgave 19. 2Zlke twee eerdelige kegelsneden zijn op onoinciy veel wijzen
mﬂalwpmjeotier sequivalent.
L ,,@* Sen punt P ligt %ifrg\_ag de eandalig;a kegelsnuie ;s , als
- 1e ' 11jn door P twee refle puntmx met gemeen heoft,” 2 ligt
&v » @ls minstens een 1ijn door 2 feen ro%el punt met J Bewoen

Gm 2‘:)4. Is xgw&xl w:tzz = 0 de vargelljiking mnﬁ dan ligt U,
binnen Y 0g en Uy liggan buiten .

Opgave 21. Lig’t» P binnan g dan snijdt de pocliijn p van 2 riot
in re¥le punten. Li%t P buften I dan heorlt p uwel msm punter met ¥
gemeen (uit cpg.2v

Upgave 22. laat :4:24» x% -x3 U de vergeli king von }" wi;m. 3epoel
- de poclliin ven P (g*) Elmnww x, uit de vergell jkinsun vgn }’ en

de mm&zﬁ onderzoek, wanncer de viwmmswmalijkm in -3 w&‘m ol ;
1s Wt Mﬁ& hxmit en uit apg.al at~ | .




Volgens hst.2 no.l hooft =L, dus ook Z.x

M'hat~and@r

Ly . ) 3 et & S . 4 l ‘ ) A
_»38ve 23, Liggen Ol~en\02 0P g’ en is O de pool van UqUss dan is
Ge vergell jking van % xﬂﬁ-ax = U,

by
voor de punten van verschil-

Z
T, 1*2

- lencde seguenten 0100 vcrqch111vnuu t skcens, De tuse sogmenten bohoren

dus L2t vevsch1¢lauub pubicden,

Opdet Pg,cpn raaklijn aon ) 1is, meet ( 211 jke
wortels w: N tmbbon, dus  T(p;q)c - £p ) = v (9.1)
Opgavs 2%. Uit esn punt buiten X zijn do raazlijnsn rofel, ult cen
punt binmen &f toos dVOuJﬂ aompleZ, {(uit

ioofdstuk 5

[}

Adgehreicehs kroma.n,

i

Bepelivg, Jdon lkukqggggg kroms van d. grazd n is 4o wmostlundipgs
nlents van de Ddﬂ;u% wisr codrdinaten uan Gor. homoine alsubraische
vergell Iing vean 4o ﬂxa“u 11 voldoen,

Opgave 1. Twee qincbﬁ sche kreormuen van de sraedon p en ¢ 7OrmSm saien
een (ontaarde) algcbraische kromme van do graad P+,

Om do¢ snijounten varn d: kvorme not ds 1lijn 2, tse bepalen, substitucroen
vij in haar vergeliikine x, = >\p + pay -

Er ontstaat cen hcm@genp vbrgullghlnb van de graad n in X en p.
Bij iedere cplossing hicrvan behoort sen snijpunt, Is)ﬁ py een =

veudige wortel, dem is k de multipliciteit van het bijbchorende sni j-
punt. De som der multipliciteiten van alle snijpunten van o2, met do
krommase is dus n. '
Is R een meervoulig snijpunt ven 1 met de kromms, dan is 1 de resklijn
in R, 2ij f(yo,xl,xg) = (¢ de v&rgulijkinﬁ van do krorwiae ;

f(>\ri~r}1$i )\ fr Y+ %n—PZ .__&_%_%%n—(_ S‘s S:*ér éf 4 e

(Taylorreecks). Zij nu R ecn punt vun &Q kromrie, dus f(xi) = O.
. - o f
ligt op de raeklijn in 2, als ;f S157T =
foo ':i '
, . : s . 4¢f
Ds vcrgeli%klnq van 46 raaiclijn is dus / ‘16 =G (2.1)
/. » »
. . i B
B L= = St = 0, dan heeft isdaurs llJn ‘Geor i in il cen duodbel-
arl 5,

tellbnd sni jpunt met .
Bepaling. Heeft iedere-lijn door It in R een k-voull:; snijpunt mot Zf
dan 1s R een k-~voudig punt van .
Opgave 2. Otel de voorwaarde op; opliat # een k-voudlz punt van )’ is.
Opdat de raaklijn (3.1) door P geat, is nedig en voldounds dat
A 3p
romme 5‘31 =,
A -’-i
de eerste poclkromme van 2 t;o.V¢ v . Deze gaat ock door cventucle
neervoudige punten van ’
¢Bﬁeft %j goon meervoudige puntem, dan heeft de eerste peolkreouic ver
) snijpunten met Y ; uit een willekeurig punt kan men nin-1:

(]

j{:plbr = U, De¢ raekpunten liggen dus op i

.

1 2&& 1;1nen aan ,y trekken, Dit getal heet de klassec van ‘J'. Ziweut
%ﬂ‘)( mebivaudlge punten, dan is de klasse kleirer dan n{n-1).



3.

‘\{é»%% 18 de ver %nlijki ng ven Y op ﬂunta05"dinntan, (6 4) e vorgelij-

Hoefdstuk 6

Lijncofrdinaten.
S —————

§9§§}1§5. Is uyXo+upXy +u,%, =0 {1.1) de vergelijking ven een
1ijn 1, dan heten Uty ,U, de cobrdinaten van 1.

- Opgave 1. 1 bepaalt de verhcuding van zijn cobrdinaten en omcekeerd

1 snijdg 000l in 25y U105 in 255 U O in 2y, net 24 (o uz,—ul),
?1(~u,,0, ue); Po(uy,-u,,0). Bewljs dit, alsook: ,

De “eenheidsrechte® x0+-xl-f12 =0 snijdt 0001, 0102 en 0200 Ir'8sSp.

in thl,—l,o)' F (U 1,~-1) en l(--l V,1). ,

Opgave 3, (Po}soolu,,) 1:9,3{P1F,0.0 ) )=u 2183 (PLF0 0, =0 tuy

Opgeve 4, Stelt nmen O 0l voor door Bys OOB door l OQFU deoor fo,enz.,
dan wordt dit:

(lofcazal)‘ul:u2 (1l 120 2) 2:uo.(lzfaalao)-uozul. (1.2)

De betrekking (1.1) laat drie interpretaties tce:

a) u vast, x veranderlijk: vergelijking van een 1ijn.

b} x vast u veranderlijk: de vergelil jking van een 1ijnemveaier({punt).
¢} Xenu veranderlijk' incidentievoorwaarde ven punt en lijn,

Uit de symmetrie van de incidsntievoorwaarde volgt het vlakke duali-
teitsbeginsel: Ilcmen in sen stelling in de pro jectieve meetkunde geen

andere meetkundige begrippen vocr Gan "punt', "1ijn® en "incident®,

dan ontstaat weer een juiste stelling, wanneer men de ";oorden punt en
lijn verwisselt,

?pgava 5. De formules (1.2} staan dumal tegenover die uit Hst.l llo.10
blz.5

ﬂpeave(é Ho?m en bewijs de duale stellingen van die uit Hst.l llosi2;
2,4,5 {(blz.3
Vﬁe§on wi] een oo@rd%natantransformatie uit (HBt.l,{ll.2},hlm.5).

? - t ‘
x; = g‘} S X ©f X =uJx {5.1)
=0 .
dan geat (1.1} over in }E:ui §:l31k‘i =y of :Z:;E: Bikuizi = U,
i ¥k k 1

De colrdinaten van 1 op het nieuwe stelsel zijn dus:
=2 suy (5.2)

of u' agTy; u= (T k!

ling, De transformatie (uT}'l QS“I}T heet contragredient met S,

ﬁﬁe%li%ﬁ. De 1ijnendrdimmten transformeren zich ccntragradiént met de
pun rdinaten.

Opgave 7. De cobrdinaten van de pcollijn p van P t.o.v. de kegelanade 3’
{zie Hst.4 NNo.3 blz.8) zijn

=) app s u=hp (6.1)
Is 2r niat ontaard, dan is det.i £ 0, dus is Py -:z: mikufu (6.2)

; p=lu=A"
P ligt op en p raskt aan ) ,als:

DRIUREE WZM&& =0 of § mpugw =0

; Bu V&?$&MQ1&$§ der rasklijnen ven esn nist-ontaerde kugalﬁmﬁa
aal tegenover de verzameling der punten ven een niet~antaaﬁﬂ@
mmm‘ e gy . :



 3"

‘ ij Hst.4 los.2,3,
ijnkegalsnede bestaat uit twae al of nist samen-

fende waaiars.

Yoor ontaarde kegelsneden zeldt de stelling uit No.6 dus niet.

Hoofdstuk 7

Affiene Ileetkunde.,
Wm

Bepaling, Het affiene vlak is de verzameling der punten van het pro-
Jectieve vlak, die buiten een gegeven 1lijn w vallen.

(W heet de 0n91g8n111ku lijn, Twee 1ijnen, die elkaar op W snijden
heten evenyijdig.

den affiene transformatie is cen projectieve transformatie, die (W
invarlant laat,

Opgave 1, Te affiene transformaties vormen cen groep.
Tot de affiene meetkunde behoren al die begrippen, die bij affiene
transformatie invariant blijven.

Opgave 2. Jvenwi jdig is een affien begrip.
Zen affien coSrdinatenstelsel is een projectief codrdinatenstelsel,
waarin (W de vergeli jxing xo = ¢ heeft. Wij schrijven U,A,I'voor

00,01,02 en we normneren de codrdinaten zo, dat overal Xy = 1, dan heten

'xl en x2 de affienc codrdinsten van X.

Opgave 3. Leid uit Hst.l lNo.l0,blz.5 de meetkundige betekenis van de
affiene colrdinaten af.

Opgave 4., Op cen aifien assenstelsel krijgt cen affiene t“ansformatie

de gedaante: ;

X1 T 8q1%1 + Byp¥Es 4 8y (2.1)
' — ¥
Xy = ByqXy 85K, + 8, (zie Hst.3,{5.1) blz.7)

Opgave 5. Is P een gewocn punt en A een onsigenlijk punt, dan is de

parametervoorstelling ven PA:
- >\ 30 _ A
Bepaling. Is BCJ’DU, oy T b+ Aay, 31 = di }zbi , dan-is = = }1'
Opgave 6. BC = =1,
B D2 LF DF
Opgave ‘7. Liggen 3,C,D,%,F op een rechte lijn dan is — — = .
’ BC D2 BC . BC BC B3C
Opgave 8, Is BC/DEJFG, dan is — = = =, .
‘ D3 TG FG

Stelling. De verhouding van twee 11 jnstukken op een lijn verandert niet
bi] parallsl~projectle op een andere 1ijn.

Gegeven: q; T py+ >\ai Sy =T ry4 Pai

' ' U ’ '
qi = Pi+>\ai Si = I‘i+ ’l'bl

p; =D+ Yoy 943 Tat+ P oy

' = -~ ’ | . —

T3y r1+§\>°i \! 8y T8+ Ty
Te bewi jzen: BATE JNEA W]

P 4
A
Jdewlijst De vergeli jkingen
(p-v=z >\'y—>\x
(T-0)= =;1y-px -
hebben twee onafhankeli jke oplvssingen (al, 1'% ) en {a bzioz), want

£ A °L # 21, Hieruit volgt het gesteld
co -~ ? dus EE’F 5;. Hieruit volgt het gestelds,




% 23. De meetkundige pleats ven de middens van een stel evenw 54

- Opgeve 10. Liggen B,0,D,E op een reshte lijn, dan is (3CDS) = =

Opgave 11, Is in opg.9 (BCDA) = <1, dan 1s D het midden van BC.

Opgave 12, Welke stellingen uit de affiene meetkunde ontstaan, wanneer’

in de figuur der stelling van Desargues een of meer punten oneigenlijk

zi jn? ,

Opgave 13, Geef een direct bewijs van één of 1ieer der stellingen uit
opg.l2. Leid hieruit weer de stelling van Desargues af,

Opgave 14, Liggen 2,¢ en R op 1 en P',3',R! op 1', en is 2g'//Pl«,

PR' //P'R, dan is g1' / Q'R.

BewiJs dit, Welke stelling uit de projectieve meetkunde volgt hieruit?

Len kegelsnede ) wordt in affiene codrdinaten gegeven door een (al

of niet homogene) vergelijking van de tweede graad.

Opgave 15. Raakt  niet aan J , of is } ontaard, cdan kan nen voor

0XY een pooldériehoek kiezen. De vergelijkiné van / krijgt één der

vermen: 5

2 -
axl-rbx2+o G
2 2
axl+bx2 =
(zie Hst.4, opg.l5, blz.9)
ax2 +c =0
1
axi = 0
Opgeve 16. Raakt /~ in A aan (J , dan kiezen wij X in 4, O op)/ en
0Y langs de rasklijn in O aan )/ . De vergeli jking wordt:
axZ+bx, =0

Opgave 17. Door geschikte re8le keuze van .. brengen wij de vergelijking
van &/ uit opg.l5 en 16 op één der vormen:

a) x24+x2+1 =y {nuldelig)

]

1 2
b) ’-‘i*‘x%-— =0 (ellips)
c) xi-x§-1=u { hyperbool )
‘ 2,42 =
é) xl?xz )
e) Xy x2 0
) le +1 =0
2 -1 =
g) X3 1l =0
2 .
h) xl = 9
i) xg—axl = ¢ (parabool)

gl,a},f]};ég),h} stallaz; ontaardingen voor. lelke?

pgave « In opg.17 1is een yolledige re¥el-affisne indeliny der kegel-
sneden gegeven, Definieer dit begrip en tocn de bewering aan.

Opgave 19, Lerakteriseer elk der drie niet-ontaarde eendelise kemelsne-
ijn ligging ten opzichte van W . ;
De rasklijn in een oneigenlijk punt van een kegolsnede heset

‘ 24 peal de asymptoten van elk der kegelsneden uit opg.l7.

Bepaling. De pool ven (1) ten opzichte van heet het middelpunt van 2/ @

8 pocllijn vam een oneigenlijk punt heet een middellijm.

Opgave 21. Verklaar deze benamingen. :

Upgave 22, Iedere middellijn geat door het middelpunt. |
De ssymptoten gaan door het middelpunt.

ddellijn; de




9.

- 10.

- De groep aer varplaatsingem ligt ten grondslag aan de uetrische meetkunde,
, Up ean (Cartesisch stelsel vormen de paren onderling locdreehie en .-

u;‘ﬁépéél,ng*elk de: kegelsnsden uit opg 17 het middelpunt

Ve
en de middellijnen.

i %egggigg. Jen kegelsnedey die é&én clgenlitk middelsunt . bezit heet

adelpuntskegelsnede,

~Bepaling. Deelt de middellijn ?, van een middelpuntskegelsnede de

koorden, evenwijdig aan de midaellijn Pr» middendoor, dan heten Py
en p2 tcegevoegde middelli jnex.

Opgave 25. Z2ijn 2y en 92 ds gneigenlijke ounten van Py en p,, den is
M2, P, een pooldriehosk ven '} .

Opgave 26. De paren tcegevesgde middelli jnen van y/snijdan op (v
g;n %ﬁvolutie uit; zilj vormen ecen straleninvolutie., (zie kLst.4, no.4,

Cpgave 27. Is o =1}, X = T = 2, (cpg.26), Gan heeft de vergelijking

<1 ~
één der vormen: xi x8 x§ x8
._.+_J=:j‘_l; ._].=+'...‘==Q
27 42 27T 42
a b a b

‘{fat 1s de meetkundige betekenis van a sn b?

Opgave 28. X, = mx; en X, = n'xy zijutoegevoegic niddellifnen, als
Y
mmt? = 4+ B
a‘.

Opgave 29, Alle middelli jnen ven esn pnarabocl zijn evenwi jdig.

Opgeve 30. Bepaal dec tcegevoegdo middellijn ven de koerdenrichting
X, = mX,y ten opzichts van de parabocl x% = szl.

Laat men een bepasald affien stelsel een speciale rol spelen als
“rechthoekig Cartesisch stelsel', den ken men de begrippen "lengte
en "hogkmaat" definieren. Deze behoren nist tot de affiene meetkunie,
De transfocrmaties, die alle lengten en houkmaten onvorand 4ed laten,
heten verplaaisingen.

door O een straleninvolutie; deze snijdt op & de ortho e invo~
T3n do toege-

~ lutie uit, De dubbelpunten ven de orthogonale involutie zijn

%
2.

voegd complexe) isoirone nunten of cirkelpunten, I en J.

Geeft nen in het »nrojectieve vlak de munten I en J, of de orthogonsle
involutie, dan is het begrip ‘'loodrechte stand"™ gegeven, 2us ook het
begrip “cirkel¥(els meetkundige plaats der punten, woaruit een gegeven
lijnstuk onder een reschte hoek gezien wordt,.) llen kan dus lengten van
131 jnstuklzen vargelijken; na keuze vean een eenheld van lengte is een

- metriek vastgelegd. up deze wijze ken de netrische ncetkunde als onder-

deel van de projectieve mesetkunde bohandeld worden.

Stellingen ven Apollonius, |

Door de tranarorm%tiaa x, = ex}, x = bx; (1)
< A

Xy Xo ) o .2 «
ordt de ellips «%4—~§ =1 (2) afgebeeld op de cirkel xi-*xé =1 (3}
‘ a b

Zijn P{pl,p23 en m(ql,qzl uiteinden van toegevoegdie niicellijnen van

(2), dan zijn CP' en UYQ'! onderling loodrechte stralen van (3): waat
de loodlijnen 'R en y'u! cp cxl neer. A JVANR' & A Just, dus

{°1] = |«}| em |p}| = |u}| 5 wen kan zorgenm, lat of = ql, 2§ = -~¢f

i

el =afapf=1 olegf =
12, 012 = q12, 012 = 7 2,42 = p2
Pz +§2 Ql *Hla 92+q2

u

024 07 = a4 b2



4

ntar ., t ‘gl 12 |2 . x pl ql _ 4 &
e Dals S R D =Ta x

1P 4y -

bpfgave 31. Breng de twee stellingen in woorden.

Hoofdstuk 8
P e

Bundels kegelsnedem

Twee kegelsneden in een plat vlak hebben &f 4, Of cneindig veel punten
gemeen. In heh laatste geval moeten zlj Of samenvallen, Of beide moe-~
ten zodanig ontaarden, dat zi) esn rechte 1lijn geaeen hebben.

Hieruit volgt: Door 5 punten, waarvan geen vier op een rechte lijn
liggen gaat één en slechts één kegelsnede.

%pgave 1. Stel de vergeli jking van de kezslsnede dcor 5 gegeven pun-
en op.

Door 4 punten, die nie* cp een rechte liggen, gaen onsindig vesl kegel-
sneden, die een bundel vornen.

zijm f{x) = Zaikxixk =u en g{x) =y b xx =0 (1)

de vergelijkingen van twee exemplaren van de bundel, dan is A f+}1g =
de vergeli jking van een willekeurig exemplaar uit de bundel.

Teze definitie van bundel is niet meer bruikbaar, als de itwee gegeven
kegelsneden elkaar raken. Wij definieren meer algemeen: Jen bundel
kegelsneden is de verzameling kegelsneden, wier veregli jkingen de

vorm \f+pg =0 (2) hebben.

Sni jdt men de kegelsnede )\1'—4-}13 = 0 met de 1lijn x% = ¢, dan vind$ nen:
Ao x84 28 33, + 8, x5 )+ plby xft 20 XX+ bpx5) = 0 (3)

{3) stélt voer iedere varhouding ) p een nuntenpaar voor; al deze
puntenparen vormen een burdel puntenparen. :

wen goed hulpmiddel voor de studie van de meetkunde der puntenparer

op eer reahte 1lijn 1 is de volgende afbeelding. aan het puntenpear

met vergelijking a}xi-&—zalexaé—a}x?) = ¢ werdt toegevoegd het punt
{‘"1:“2’“5} ven het vlak T (Afbeelding van lesse). Het beeldpunt in W

ven het punten-paar ?,, op 1 stellen wij wvcor door (2,)

Opgave 2. ifer. tundel punterparen op 1 wordt afgebeeld op een reehte
1ijn van W.

Opgave 3. .en paar semenvallende punjen op 1l wordt afgebeeld cp een
punt van de kegelsnele (a1a5 - af—? =¢Yin T .

Last het puntenvesr 2,7, op 1 voorgesteld warden door:

f{x) = alxg«e-aalexzfaf(% = 0 en het puntenpaer R,5 door:

gix) = blxifzblexz +bax‘§ = 0, De puntenparen zijn harmonisch, als

R en S poolverwant zijn ten opzichte ven het ptmtenﬁaar 2, ., Gus als
f{r;s) = 0 of &l"lal’"az(rlae*' rzal)-ra‘ o8p = U (4). Nu 2ijn ry:ix,

en 31583 de wortels van b1(11212}2+ 2’05 Iltxa)‘t‘b} =y, dus I181:irp8, =

r.8 r
=byby en 242l = Lor %1727 L 2by upstisatie 1o (4)
I'a 82 bl 1‘282 bl

geeft: “1‘“5 - 2&2?321-&3131 =0 (5).

Cpgave 4. Do puntenparen P, , em R,5 op 1 zijn harmnciseh, als de pun-
ten (P.) en (RS) ven T poolverwant zijn t.o.v., W .

Opgave 5. Do involutie met dubbelpunten A,B wordt efgebeeld op ie
poollijn ven {(AB) t.c.v. (W. ‘ ;
Opgave 6. ledere bundel puntenperen is een involutie en omgekeerd.

Qm‘m ‘; De raskpinten van de reeklijnen uit (A3) asn (0 zijn de pum-~

en an (B3).



; 5 .

3% e Ketrisch bijsonder goval: concentrische oirkels.

ve 8. den punt buiten (U stelt een paar redle punten van 1 voor,
sen punt binnen (0 sen paar toegevoegd conplexe punten ven 1,

_Opgave 9. Bepaal et behulp van de afbeelding het gemeansehanaalijk
-paar van twee involuties; ga na, wanneer dit uit re8le punten bestaath.
‘Opgave 10, De kegelsneden van sen bundel sni jden een willakeumge 1ijn

in de puntenparen van een involutie (uit opg.6).

Opgave 1ll. Aan een willekeurige lijn ralten twee exemplaren van een kegel-
snedenbundel.

De voorwaarde, opdat de kegelsnede (2) ontaardt, luidt:

R R N R e L | .
Nagg thbyy  Napy +pbyy Meaptpbip | =0 (6)
) .
Sp0 TPy My tERyy Mg wRb,, |

De bundel bevat dus drie ontaardingen (misschien seaizenvaalend) of
alle exemplaren =i jn ontaard; het laatste geval sluiten wij uit.
Is >‘l iRy een oplessing ven (6), dan volgt het dubbelpuny van de ont-

aarding uit de vergeli jkingen met coefficientendeterminant (6):

2
Z:‘ Mgt PrPyc)me =0 (1 = 0,1,2) (7)
De poollijnen van 2 t.,o.v, de kegelsneden uit de bundel {(2) vormen de
11 jnenwaaier )\f(x,p)+}1g,(x p)} = L.

D heeft t.c.v, alle kegslsneden (2) dezelfde poollijn, als
dr dg _df _dg _ bf .08 .,
-~ 4 - K. (B)
Bx bxu ?);:l dxy 6x2

opgave 12. (8) is mtzeli‘de als (7), wanneer men k vervangt door -111)\ “

Opgave 13. Ne dubbelpunier der ontaardingen uit de bundel zijn dezelf-
de punten alis diugfma ¢ie t.o.v. alle kegelsneden uit de bundel de- .
zelfde ncolliljn abadm.
I. xxl@amana bun;i 3l. < verschillende basispunten AyB,C,D.
Untaardingen: de pnren overstaance zijden van de volladiga vierhoek mam “
Opgave l4. De voren overstaasndc zijden van een volieaige vierhoek
anijden een willekeuriga 11312 1 in drie puntenparcon van esn inwvolutie
(uit opg.l1v}.
Opgave 15. Wat volgt uit apg.la, als 1 een diagonaal van de vnlledige
vierhoek A3CD 1s?
Opgave 16, Ga na, in hoeverre de figuur, bestaande uit de volledige
vierhoek LJ3CD met zijn diagonaaldriehoek reel is in elk der mlgende
gevellen:

i A en J reliel, C on D toegevoogd ocomplex,
b} A en 3 tosgavmegd complex, C en D toegevoegd oomulex.
Metrisch bijzondere gevallem: cirkelbundels met reBile of toegevoegd
complexe bas ispunten.
Upgave 17. Bereal in alk der volgende gevallen II-V de onteardingen en
eventuele gomeenschappeli jke pooldrishoeken. .
II. De basiskejalaneden Y% J reken elkaar in O on snijden elkaar

in 01 8n 02.

81051 %2+ Ba¥Ro t 8 %p%y = ¢ ()] en
By %X, +b2dx210 +Dy XXy = {5) reken elkasr in 0,,als

80Py = 85110y

Bundelvergeli jking: )\x 11+x Y+ pxyX, = 0.

- Metrisch bi jzonder geval: bundul ~alende cirkels.

III. Y on § raken elkaar in ol en 0,." Neen voor u; de pcol van 01%4. i
Bundelvergell jlcing: )&x 2+ ;zxo u,
AfTien bi jzonder geval: hypsrbolan net gogeven asymptoten.
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IV.X en 5 osculeren elkear in Uy en snijden elkaar in 0y. Door
' keuge ven O, en H: X%y - x2 =0 (y)
, 2 , 12 2 8

| DppX5 4+ b XXy + 2byxyX, = 0 ()
Vermenigvuldig (5 ) met x, en vervang x,x; door x%

2 22 3

DopXyXs T 2y XXy + 2Pyp%5 = O

Drie snijpuntem vallen in RY als bza-k 2b01 = 0.
Bundelvergeli jking: >\(xoxl - x%) +-;1x112 = J.
v. b/ en 8 reken elkasar vierpuntig in 00.

by ,x8 + Do oxE + 2D Xy + 2yXyX, =0 (3)

Vermenigvuldig (Q ) net xg en verveng x.x, door xg

4 el 2,2 3 =
byXp + DppXgEs + 2Ry XXy + 203X x5 = O
Vier snijpunten vellen in O, als by, + 2b01 =0, bla = Q.

N 2 2 _
Bundelvergeli jking: >\(x0xl - xa) + pxy = 0.

9. Opgeve 18, Bewijs de metrische stelling:
Bevat cen bundel kegelsneden een cirkel, dan lopen de
assen van alle exempleren ovenwijdig.
(1¢ vewijs:elementair. 2° bewijs:net do afbeclding ven Hessc)
Toepassing: Bevat bundol IV von cirkel, dan is dit do osculaticcirkol
in 0y aen )’. Ontaerding: raasklijn in Oy met UgVy. Asscn hiurvan:
d¢ bisscotricoes., Doze lopon // dc asson van . ’
Opgeaveo 19, Loid hicruit oon constructic af voor deo osculaticeirkel
ok in cen punt van oun kogoelsnoda,
© '10. Duasl tugonover con bundul kegolsnudon staat oon schaar kogulsniden,
Opgave 20. Hoe luidt de vergelijking van een schaar in li jncoSrdi-
naten?
Opgave 21. Hoeveel exemplaren van een schear gean door een punt?
Opgave 22. Do algemene schaar bestaat uit alle kogelsnedoen, dic aan
4 gogoven 1lijnon rekon. Bepeal do ontaardingon uit deze schaar an de
gomosnschappell jke pooldrichook.
Opgave 23, Do niot ontaardo kugolsnodon van oen bundsl in gouval III
of ¥ vormen tuvens do niot ontaards kugslsnodsn van osn schaar,
{3tol do vorgelijking in 1i jncoSrdinatun als bij du bundelvergoli jking
op). Geldt dit ook voor du ontasrdo wxumplaren? :
1l. Boon mutrisch bizondur goval van von schacr houft mon, als wun dor
oxumplaren hut pear cirkvlpunton is,
Opgavse 24, Stul de sohearvergeli jking op met als twuoedo basisoxom~

< looer do ollips: 2
i ? EETL:’.I.
! 2 2

a b

Opgavo 25, Bowijs dat allc examplarun van do schaar dogolfdos brand-
panton hobbon (confooalo sohnnr?.
Opgevo 26. Wolko typen van kogulsnodon kunnen in do schanr voorkomon?
Opgeve 27. De twee exemplaren van de schaar, dis door een punt P
gaan, snijden olkasar loodrecht.
Opgave 28. Wat is de vergelijking ven de confocale schaar, weartoe
de parabool >

y© = 2px
behoort? lleek ook hiervoor opg. 25, 26 ean 27.

Hoofdstuk 9
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lin. Ondér een punt van de gro,jaeti&ve}%imte verstaat men de | f

Verhouding ven vier getallen {xo,xl,xz,xﬁ, die niet alle pul zijm,
~ Opgave 1. Bremng deze bepaling nsuwkeuriger in woorden, als in Hst.l,

IXO. li ¥y
Bepalingen, Onder een plat vlek verstaan wij de verzameling van alle

punten, waarvan de codrdinaten voldoen aan een homogene vergelijking
van de eerste graad. » }
Zifn P en ( twee verschillende punten, dan is de rechte lijn Py s
de verzameling der punten, wier codrdinajen in de vorm x; = )\pif pa

g 40
geschreven kunnen worden. i
Opgave 2. Vet 1s de voorwaarde opdat drie punten P, y,R op een rochts
1ijn liggen?
Opgave 3, De punten ?,4,R liggen niet op een rechte lijn. Boepaal de
vergeli jking van het vlaek PR.
Opgave 4, Ga met behulp van de algomone thooric dor lincairs vergo-
1i jkingon na, wolke ligging 2,3 of 4 viakken in de ruimts kunnsn
hcbben.
Bepaling. De vorzameling doer vlakken door uon lijn hect cen vlakkon-
waalor, Do vorzamocling der vlekken door cen punt host cun vliakken-
schoof.
Opgavo 5. Stel naar analogiv van Hst.l no4 do wverguelijkingen van ocen
vlekkemmaier of een vlakkenschooi op.
Opgavet, Definieer de dubbelverhouding van vier vlakken uit een
waaler en bewijs, dat deze invarient is bij snijding met een plat
vlak of een rechte 1lijn.
Opgave 7. Geel, near esnalogie met lst.l no.ly een meetkundigce bete~
kenis aan de cobrdinaten ven een punt,
Opgave 8. Liggen de punten P, en R niet op een rechte lijn, dan is
een parsmetervoorstelling ven vlek PR: x, = A P+ pa+9r,.

Opgave 9. Hoc¢ luiden de formules voor cen codrdinatentransformatic
in de ruimte? (Hst.l no.1l)

Opgavoe 10, De refle ruimte wordt door cen plat vlak niet in twee
dslen vordeald,

Opgeve 1l. Vier vlekkem, dic niot door con punt gaan, verdslon do
ruimtc in acht gobicden. Twee punten in cenzolfde gebiocd kunnon vor-
bonden worden door een lijnsegment, dat geheel in dat gebied ligt.
Blke gebroken 1ijn, die twee punten uit verschillende gebieden ver-
bindt, heeft met minstens een der vier vlakken een punt gemeen.

De theorie der projectieve transformaties uit Hoofdstuk 3 kan zonder
moeite tot de ruimte worden uitgebreid,

‘ Kwad rieken. \
%&@_1_%. Een kwadriek is de meetkundige plaats der punten, waarvan
rdinaten voldoun aan een homogune vergoli jking van de twoede

de co
graad: f(x) T T eaqxx;x = 0.
i,k=0

Hoe bepealt mon de snijpunton van de lijn P, nut de kwadriclk T’ ?

Last zlen, dat He%.4 nn,2 ook voor de ruimtu guldt, :
Opgave 2, Goof d¢ dulinivie van poolverwante punten ton opzichte van ™ .
Stel do voorwaurdu op, onaat P on o poolvurwant zijn t.o.v. T,

Opgavi 3. Da nuetkundige plaats dor punton, diec met P poolvurwant

z2ijn t.0o.v, M, is oon plat vlak, hot poolvlak ven 2. Stul do vaer-

gouli jking van aft vlak ‘©p.

Opgeve 4, Do poolvleikon van de punton van con lijn 1 vormen cen
vlakkopw:aior met drager 1', Ieder punt van 1 is poolverwant met

ieder punt van 1Y, f;
Bepaling, !‘:m lijn?s met laatstgenocemde eigenschap heten woderkerige
60 T.0.V. » \ . f

N
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4. Bepaling: Een lijn waarvan de snijpunten met T" in P samenvallen,
heet een raaklijn in Paan T,

Opg. 5. Laat P een punt vanT zljn.Stel de voorwaarde op, waaraan Q moet
voldoen, opdat PQ in P aan T rasakt.

Opg. 6. De meetkundige plants der ranklijnen in P aan T is ecn plat vlak,
dat met het poolvlak van P t.o0.v. T' samenvalt. V

Opg. 7. Stel de voorwaarde op, opdat PQ een rasklijn aanT is; leid
hieruit af; dat de meetkundige plaats van de raaklijnen uit P
aan T', als P niet op T" ligt, een kwadratische kegel is.

Bepaling: Het in opg. 5 bedoelde vlak heet het raakvlak in P asn T .
Opg. 8. Een willekeurig vlak snijdt T volgens een kegelsnede. Is hot

vlak een raakvlak, dan is de snijkegelsnede ontaard, en omge=
keerd.

ﬁ. Bepaling: Vallew op iedere lijn door P de beide snijpunten met T in
P samen, dan heot P een dubbelpunt van T .

Opg. 9. Aan welke vergelijkingen mocten de coordimaton ven P voldoen,
cpdat P een dubbelpunt van T' is?

Opg.10. Aan welke betrokking moeten de coefficiénten 2.y mldaan,, W‘k
T een dubbelpunt besit?

by

Bepalinze De matrix A met de elemonten aj, heet de bij T behorende
matrix; det. A is de disecriminant van T .

Opg.1l. Heeft A de rang 3, dan hecft T &6n dubbelpunt Py T is een kegel
met top P.

Opg. 12. Hoeft A de rang 2, dan is T onteard in twee snijdende vlakken.

Opg.13. Heeft A de rang 1, dan is T ontaard in twec samepvallende vlak-
ken. |

Opg.l4, Geef de definitie wvaneen poolviervlak van | en bewijs, dat iedere
kwadriek oneindig veel poolviervlakken bezit.

Opg.15. Ga na, welke betrekkingen tussen de coofficiénten 24y mosten

bestaan, opdat T ean de volgende voorwasrden voldoet:

a) T gnat door O

o) T gaat door de vier hoekpunten van het coordinatemviervlak,

¢) Het poolvlak van O, is 0102(}3.

1) ﬁeﬂlﬁz% is poolviervlak van T,

a) 0, is dubbelpunt van T.

) T gaat dcor 00,.

g) T gaat door 0.0, 005, 0305 en 0,05 .

h) T reakt in 0, @an 0.0,.

4) T reakt in O ann 0 _0,0,.
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6. Opg. 16. meak een volledige projectieve indeling van de kwadrieken.

Opg. 17. Een reéle kwadriek kan door een reéle projectieve transforma-
tie in een der volgende overgevoerd wordens

a) xg + xi + xg + x% = 0 nuldelige kwacdriek
b)—xg + xi + xg + x% =0
eendelige kwadriek
2 2 2 2 _
c)--}.c0 -x] + %X, +%X; =0
.2 2 2 _ . .
4) %, + X + X5 = 0 nuldelige kegel
e)-—x2 + x5 + x2 = 0 eendelige kegel
o} 1 2
f) xg + x% = 0 twee toegevoegd complexe vlakken
g)—xg + X%» = 0 twee reéle vlakken
h) xg = 0 reéel dubbelvlak.

7. Onderscheid tussen geval b) en geval c).
Aan c¢) is voldsan, als

A(x0 + xz)z }A(x3 + xl)‘

(9.1)
f(xo - x2)= A(x3 - xl)

Dit stelt oneindig veel rechte lijnen voor, die ap de kwadriek liggen.
Een tweede stelsel wordt gegeven door '
f (}n:0 + x3)= 0"(){2 + xl) (9.2)
¢(X0 - X3)= P(XZ - xl)
Opg. 18, Een 1ijn uit (9.1) en een lijn uit (9.2) snijden elkaar. Twee
| lijnen uit (9.1) kruisen elkaar; eveneens twee lijnen uit

(9.2).

Opg. 19. Door ieder punt P van de kwadriek c) gaat één lijn van (9.1)
en één lijn van (9.2). Deze vormen samen de doorsnede wan het
ragkvlak in P met de kwadriek.

In het punt Q(1,1,0,0) van de kwadriek b) is het raskvlaek x, = X43 voor

de punten van de doorsnede geldt xg + x% = 0, zodat deze uit twee ‘toe-

gevoegd complexe lijnen bestaat. Zou nu op kwadriek b)_een reéle lijn

1 liggen, dan zou vlak Q1 de kwadriek snijden volgens 1 en nog een
regle lijn door Q, wat niet kan. \
 Stellingy Kwadriek b) bevat geen redle rechte lijnen; kwadiiek ¢} bevat

twee stelsels rechte lijnen, waarvan elk de kwadriek over-
dekt.
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8. Opg. 20. Geef naar analogie van hst. 4 no. B (blz. 9) de definitie
van het ®innen-en buitengebied van een eendelige kegel en
bewijs met behulp van de daar bewezen eigenschappen, dat
amloge stellingen voor de kegel gelden.

®pg. 21,De definitie van binnen- en buitengebied is ook bruikbaar voor

een eendelige kwadriek.
Bij de kwadriek b) ligt O binnen de kwadriek; 0., O, en Oy
liggen er buiten.

Opg. 22.Ligt in geval b) P buitenT , dan snijdt het poolvlak T van P

de kwadriek |' vclgens een eendelige kegelsnede; ligt P binnen
T, dan velgens een nuldelige kegelsnede.

Dus ligt P buiten T", dan is de raakkegel K uit P aan T een-
delig. Uit een punt buiten XK kan men twee verschillende raak-
vlaekken aan K, dus aan ! brengen; dit punt kan dus niet op T
liggen.

Stelling: Is in geval b) K een eendelige rankkegel aan T , dan ligt
ieder punt van T° Binnen of op K.

Ben vlak deor P, dat T° volgens een eendelige kegelsnede ¥ snijdt,

moet dus K veclgens twee retle lijnen snijden; P ligt dus buiten )Y .

Hieruit velgt:

Stelling: Ligt in geval t) Q binnen een vlakke doorsnede van [ , dan
ligt Q binnen T°,

Cpg.23. Neem veor de vlakke—dcorsnede Q G en leid m.b.v. hst. 4 opg.

22 (»lz. 9) af:

Stelling: Is f(z)= @ de vergelijking van een kwadriek in geval b), dan
is in het winnengewied f(x) <0 en in het buitengebied £(x)> 0,
ef omgekeerd.

Opg.24. In geval c) heeft de kwadriek twee buitengebieden.

H'Ofd§ !g ;lv
§ 1. Algebraische oppervlakken,

Opg. l. Breid de theorie uit hst. 5 no. 1,2 uit tot de algebraische
cppervlekken in de ruimte.

Opg. 2. Geef de definitie van een rasklijn aan een algebraisch opper—
vlak Q.
Bewijs, dat de meetkundige plaats van de rasklijnen aan 0 in
een punt P van O een plat vlak is, het raakvlak in P aan O.

Opg. 3+ Geef de definitie van een k-vcudig punt van 0; stel de veor-
waarde op, opdat R een meervowmdig punt is van O.

$ 2. Vliakcoordinaten,
Opg. 1. Geef, maar annlogie vap hst. € no. 1, de &atimtie van do



